[ ] onn

- Bl INSTITUTO FEDERAL
1 | NeXE

[ | MW Campus Sobral

Lista de Exercicios

Propriedades fundamentais da trigonometria

Problema 1 (lezzi, G. Fundamentos da Matematica Elementar. Vol.3, 2* Ed., p. 47,
Prob. 82)

Calcular sinz e cosz sabendo que 3 - cosx + sinz = —1.

Resolucao P1:

Para encontrar os valores do seno e do cosseno, precisamos de mais uma equagao que
envolvam ambos, para assim conseguirmos resolver o sistema.

Para todo x real vale a relagao fundamental da trigonometria: sin®(x) + cos?(x) = 1
Conhecendo a relacao acima podemos resolver o sistema:

3cos X + sen x = - 1
cos’x + sen’z =1
Isolando o seno na equacao dada pelo enunciado, temos:

sinz = —1—3cosz

Substituindo na relagao fundamental:
2 2 _
cos’xz+ (—1—3cosz)* =1
cos’xt+1+6cosz+9cos’z =1
10cos’z +6 =0

Como essa é uma equacao do segundo grau, para encontrar os valores de cosz vamos
utilizar a féormula de Bhaskara:

Logo:



cosz =0ou cosx = —3/5

Substituindo esses valores na expressao para o seno que haviamos isolado anteriormente,
obtemos:

sinz = —1—3.(0)

sinx = —1

Assim, temos duas solucoes:

1) cost =0esinr=—1
4

2) cosx =2 esine =3 .
Problema 2 (Guidorizzi. Um Curso de Célculo. Vol.1, 5* Ed., p. 84, Prob. 02)
Sejam a e b reais quaisquer. Verifique que:

a) sinacosb = 1/2[sin(a 4 b) + sin(a — b)].

b) cosacosb = 1/2[cos(a + b) + cos(a — b)].

¢) sinasinb = 1/2[cos(a — b) — cos(a + b)].

Resolucao P2:

Para responder a questao, temos que verificar relacoes que envolvem a transformagao de
produtos de senos e cossenos em somas. E importante lembrar que nas relacoes de soma
e subtracao de arcos aparecem tanto somas quanto produtos de senos e cossenos. Assim,
considerando as identidades trigonométricas de soma e diferenca de angulos apresentadas
abaixo, resolvamos os itens.

sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa

= cosacosb+sinasinbd

(a+0b)
sin(a — b) = sinacosb — sinbcos a
cos(a + b)

(

cos(a — b) = cosacosb — sinasinb

a) Ao somar as duas equagoes de soma e diferenca de angulos do seno, teremos:
sin(a + b) + sin(a — b) = sina cos b + sinbcosa + sin a cos b — sinbcosa —

2sinacosb = sin(a + b) + sin(a — b) =



sinacosb = 1/2[sin(a + b) + sin(a — b)].

b) Somando as equagdes de soma e diferenga de angulos do cosseno, teremos:

cos(a + b) + cos(a — b) = cosacosb + simasind + cos a cos b — sinasinb —
2cosacosb = cos(a + b) + cos(a — b) =
cosacosb=1/2[cos(a+ b) + cos(a — b)].

¢) Subtraindo as equagoes de diferenca e soma de angulos do cosseno, teremos:
cos(a+b) — cos(a — b) = (cosacosb+ sinasinb) — (cosacosb — sinasinb) =
cos(a + b) — cos(a — b) = cosacosb + sinasinb — cosacosb + sinasinb =
2sinasinb = cos(a + b) — cos(a — b) =

sinasinb = 1/2[cos(a — b) — cos(a + b)].

Problema 3 (Guidorizzi. Um Curso de Célculo. Vol.1, 5* Ed., p. 87, Prob. 03)

Mostre que, para todo x, com cos 5 # 0, tem-se:

. 2tan £
— 2
a) sinx = T T b) cosz =

1—tan?
1+tan?

[N]SR

Resolucao P3:

a) Sabemos que 1 + tan? z = sec? z. Assim, podemos substituir a sec? 5 Na expressao:
2tan § 2tan §
1+tan*2  sec?%’

sinx
cosT

Como tanz = e secx = ﬁ, entao substituindo teremos:

x

_sin§ . 9
2tan§ 2 p sin T
= =2 2. cos= | =
1+ tan® & 1 )2 cos & 2
2 ( a:) 2

Ccos 5

sin
2- 2. COS2§ =2- simE . cosz .
cos % 2 2 2

Temos a relacao do seno do arco duplo que nos diz que:

sin(2a) = 2sina cosa.

Tomando a = %:

2tan § ) T .
— 55 = sin 2-— | =sinx.
1+ tan 5 2



Assim, mostramos que:

2tan§

siny = ———.
1 4 tan® §

b)Sabemos que tan® z + 1 = sec? x, assim podemos substituir a sec?

l—tan’% 1—tan*%
1+ tan® 3 sec? £
a2 ~ . .
Como tan? z = 2% ¢ sec’ 1 = —5—, entdo substituindo teremos:
9 sin? % cos? Z —sin? % 9 . 9
1—tan-Z T o2 & cos? T cos* L —gin“Z T
2 — 2 — 2 = 2 2 . cos? = = cos?
1+tan?2 L : B 2z 2
+ tan 2 cos? & cos2 Z cos 2

2 2

Temos a relacao do cosseno de um arco duplo que nos diz que:

2 2

cos2a = cos“ a — sin“ a

z

Tomando a = § e substituindo na expressao:

9 XL . o9& x
Cos“ — —sin“— =cos|[2-= | =cosz
2 2 2

Assim mostramos que:
1 — tan?

Tttan?z 00

[SISRINT S

na expressao:

T,
— —sin® —
2 2

Problema 4 (Iezzi, G. Fundamentos de Matemética Elementar. Vol.3, 9% Ed., p. 194,

Prob. 357)

Resolva a inequacdo tanz > /3, para = € R.

Resolucao P4:

Para resolver a inequacao tanz > V3, precisamos analisar os intervalos em que a fungao
tangente ¢ estritamente maior que v/3. Comecaremos analisando o comportamento da

fungao tangente em relacao ao seu grafico.



NS

.
A

A tangente é positiva nos intervalos (—7/2+ km, w/2+ k7), para k inteiro. Nos intervalos
(/34 km,m/2+ k), a fungdo tangente é estritamente maior que /3. Portanto a solucio
para a inequagao ¢ dada pela uniao dos intervalos encontrados:

S={reR|7n/3+kr<z<m/2+knr}

Problema 5 (Iezzi, G. Fundamentos de Matemaética Elementar. Vol.3, 9% Ed., p. 168,
Prob. 304)

Resolva a equacdo sin® z + sin® z + sin® z = 3.

Resolugao P5:

inicialmente, tentaremos reduzir essa equagao trigonométrica a uma equagao fundamental
do tipo sin a = sin 3, que facilitara a resolucao do problema. Para isso, vamos reorganizar
os termos da equacio, fazendo uma troca de variavel. Chamaremos sin® x = y.
Assim:
.2 . 4 c 6.
sin“z +sin"x +sin"r = 3 =
sin® z + (sin®z)* + (sin®z)® = 3 (1)

Substituindo sin® x = y na expressio (1), teremos:

v+ 4+ =3=y’+y +y=3=

v +y +y—-3=0 (2)
Podemos fatorar a expressao (2) e reescrevé-la da seguinte forma:
VA ty=3=0=(y—1) (" +2y+3)=0
Para encontrar os valores de y devemos fazer y — 1 =0e y> + 2y + 3 = 0.

e y—1=0,logoy=1



e 42 4+ 2y + 3 = 0, ¢ uma equacao do 2° grau. Aplicando a férmula de bhaskara,

teremos:

A = b* — 4dac
A=22-4-1-3
A=4—-12
A=-8

Como A ¢é negativo a equagao nao possui solugao real.

Logo, a tnica solugao para (y — 1) - (> +2y +3) = 0 ¢ y = 1. Como, inicialmente,
chamamos sinz = y e y = 1, temos:

sinz =1 = sinx = \Q/I:>sin:c:j:1

Sabemos que sing = 1e que sin 77 = —1. Assim, podemos afirmar que:
sinx =1 = sing (3) eque sinz=-1= sin?7T (4)

Dessa forma, reduzimos nossa equagao trigonométrica inicial a duas equagoes fundamen-
tais do tipo sina = sin 8 e agora podemos usar a relagao abaixo, em que 2km representa
a quantidade de voltas completas no circulo trigonométrico.

a =0+ 2krm
sina =sin = < ou
a=7m—[0+2knr

Agora vamos substituir as expressoes (3) e (4) na relagao acima.

m
Substituindo a expressao (3): sinz =1 =sin —

2
s
= — +2k
_ T 5 + 2kT
sinz = sin — = < ou
i Z o okr =2 4 2k
r=7— = == T
2 2
Logo, v = g + 2km.
o - : .o
Substituindo a expressao (4): sinx = —1 = sin >
3
r="" + 2km
3T 2

sinx = sin7 = < ou

3 3
xzﬂ—§+2k7r:—g+2k7r:§+2k7r

3 3
Observacao: —g equivale a ; Logo, x = ; + 2k.



Assim, a solugao de sinx = £1 é:

3
T = g +2kr ou = 2 + 2k ou simplesmente x = g + km (5)

Podemos escrever (5) da seguinte maneira:

J?Zg—f-kﬂ':>l‘=(2k+1)-

| X

Resposta final: == (2k+1)-

| S

Funcoes trigonométricas

Problema 6 (Guidorizzi. Um Curso de Célculo. Vol.1, 5% Ed., p. 51, Prob. 01)
Determine o dominio e esboce o grafico:
a) f(x) = cotz.

b) g(x) = cscx.

Resolugao P6:

a) para resolver essa questao devemos lembrar do circulo trigonométrico.

Figura 1: Caption

sen(x)
cos(x)

Vale lembrar que a tag(x) = e a cotg(x) é o inverso da tangente, ou seja, cotg(x) =

cos(x)
sen(x)

. Para determinar o grafico vamos utilizar alguns valores para x.
e cotg(5) =0
o cotg(F) =—1

A cotg(0) nao existe, pois nao ¢ permitido a divisao por zero, entao temos: cotg(5) =0 e
cotg() = 1.
Organizando o grafico:



aaglnt

Figura 2: Caption

O dominio da fungao é:

D={xeR/x#kn kel)

Figura 3: Caption

cotg(Z) =0 e cotg(3) = 0.

B)
g(z) = Cosec(x)

Primeiro vamos relembrar do circulo trigonométrico da cossecante.

Figura 4: Caption

A cosec(r) = ﬁ(z), ou seja a cossecante é o inverso do seno. Entao ela vai carregar algo
parecido com o seno e como consequéncia ela nao vai existir quando o seno for zero.
Logo o gréfico vai ficar da seguinte forma:



connaci )

Figura 5: Caption
O dominio da funcao é:

D={xeR/x#knkelZ}

Figura 6: Caption

Problema 7 (Guidorizzi. Um Curso de Célculo. Vol.1, 5% Ed., p. 86, Prob. 02)

Verifique que sec?(x) = 1 + tg?(x) para todo z tal que cos(x) # 0.

Resolucao PT7:

Para verificar essa fungao, podemos usar a seguinte identidade trigonométrica:
.9 20 N
sin“(z) + cos*(x) = 1
Dividindo a equagao por cos?(z), teremos:

sin?(z)  cos?(x) 1

cos?(z)  cos?(z)  cos?(z)

Sabendo que %((?) = tg?(x) e que COS%W = sec?(z), substituindo, teremos:

tg?(z) + 1 = sec?(x)
Portanto mostramos que sec?(x) = 1 + tg?(z) para todo z tal que cos(z) # 0.

Problema 8 (Iezzi, G. Fundamentos da Matemaética Elementar. Vol.3, 9 Ed., p. 203,
Prob. 367)

Calcule:
a) tan(arcsin (52) + arcsin (7))

)

w

b) sin(2- (5

o



c) cos(3 - arcsin (12))

Resolucao PS:

Para resolvermos esta questao precisamos lembrar das seguintes identidades trigonomé-
tricas:

()

s tan?
sin‘og = ———
1 4 tan®
(IT)
tan a4 tan 8
t —
an(a+ f) 1—tan « - tan 3
(I11)
cos a=11—sin’a
(IV)
sin 2ac = 2 -sin « - cos «
(V)

3

cos 3o =4 -cos’a— 3-cos «

a) Observando o problema notamos que se trata da tangente da soma de dois arcos, ou
seja, tan(a + ). Agora vamos calcular separadamente os valores de « e f.

Fazendo arcsin (%2) = @, encontramos que sin o = _?2

o1y . _ 1
Agora para arcsin (;) = 3, encontramos que sin 3 = ;.

Para encontrarmos os valores de tan « e tan [, vamos utilizar a identidade I que relaciona
seno e tangente.

Aplicando o valor de sin « na identidade I encontramos o seguinte valor para tan a.

o tan? « N <—2)2 tan? o 4 tan? o
sinfag= ———— )= ——=__"
1+ tan® o 3 l14+tan’a 9 1+4tan® «

Multiplicando ambos os lados da equagao por (1 + tan? @) teremos:

4 tan? o
—.(1+tan’a) = —— - (1 + tan’
9 ( ) 1+ tan? « ( )
ficamos entao com:
4+ 4tan’ o )
———— =tan‘«
9
Isolando tan « encontramos que tan a = %5



Aplicando agora o valor de sin 3, encontraremos que:

V15
tan = ~—
an [ T

Com os valores das tangentes encontrados, vamos agora substituir na identidade IT.

2\/§+\/15 . . 5
tan(a + () = —5 ==, simplificando a equagao obtemos
5
6v5+15
— i5 _ 6VB+VI5 15
tan(a + §) = e 5o Por fim obteremos

tan(a + ) = %, colocando v/5 em evidéncia encontramos que

V5(6 + v/3)

— (4)
15— 2V/3

b) Assim como no item anterior, vamos usar algumas identidades trigonométricas para

encontrar o valor desejado.

tan(a + ) =

-3

Fazendo arcsin(Z2) = o = sin a = (32), com o valor do sin « encontrado podemos usar

a identidade IV para resolvermos o problema, mas antes temos que encontrar o valor do
cos «, para tal usaremos a identidade III e teremos:

-3 4
cosa=+4/1—(—)2)=cosa=—
(EP) .
, agora podemos aplicar os valores encontrados diretamente na identidade IV,
sin 2o = 2 - sin « - cos o =
—24
25

c¢) O processo de solugao deste item é semelhante ao item anterior, vamos comegar encon-
trando o valor de sin a.

sin 2a =

Sendo arcsin(2) = a = sin o = (12). Vamos encontrar agora o cos «a usando a identidade

13 13
II1

Y

12 5
cos o = 1—(1—3)2¢cosozzﬁ

, com o valor do cos a encontrado podemos substituir na identidade V e finalizar o pro-
blema

3

cos 3o =4 -cos’a—3-cosa =




Assim, solucionamos o problema.

Problema 9 (Iezzi, G. Fundamentos de Matematica Elementar. Vol.3, 2* Ed., p. 32,
Prob. 68)

Esbogar o grafico, dar o dominio e periodo da fungao real f(z) = tan(x — 7/4).

Resolugao P9:

Para esbogar o grafico da fungao f(x) = tan(z — 7/4), devemos observar suas principais
caracteristicas. Assim. seja t definido como ¢t = x — 7, entao temos que para todo t,
exceto § + km , onde k é um nimero inteiro, a funcao tangente é definida. Isso ocorre
porque a tangente nao existe em 7/2 e em valores 5+ km.

Sabendo que a fungao tangente ¢ indefinida em 7 + k7, podemos encontrar o dominio da

funcao f(z) = tan(x — §) manipulando a equacao:

™ s

—— £ -+ k
T 47&2—1—%

T T
—+—=+k
33754—{—2—1-7T

x#?%—i-lmr.

Portanto, o dominio da funcao é :

3
Dom:{xeR;x#f—l—k‘ﬂ,szN}

A fungao tangente é perioddica, isso se dar por:

Tl
2 2

Entao p(f) = % + 4 = m ,com um perfodo de 7 unidades no eixo x. Isso significa que o

padrao de repeticao do gréafico ocorre a cada 7 unidades.
Para a funcao f(r) = tan(z — §) , temos um deslocamento horizontal de 7 unidades para

a direita em relacao a funcao tangente padrao. Esse deslocamento é representado pela

equagao h = —7% , indicando o deslocamento horizontal da funcao.
O periodo da fungao é dado pela equagao p(f) = m, o que significa que o grafico de
f(z) = tan(x — 7) se repetird a cada 7 no eixo x.

12



1/t

Y=

'

Figura 7: grafico da funcao f(z) = tan(z — %)

Problema 10 (Iezzi, G. Fundamentos da Matematica Elementar. Vol.3, 2* Ed., p. 21,
Prob. 24)

Determinar o periodo e a imagem e fazer o grafico de um periodo completo da fungao
f:R — R dada por f(z) =2-sin(z).’

Resolugao P10:

Para resolver essa questao precisamos recordar algumas propriedades da funcao seno e
também transformagoes de fungoes.

A fungao seno é uma fungao periédica (possui um padrdao que se repete ao longo do
tempo) que relaciona um angulo com a razao entre o cateto oposto e a hipotenusa em um
triangulo retangulo.

Figura 8: Ciclo Trigonométrico.
T

2

______________

sen x

3m

2

Fonte: https://www.infoescola.com/matematica/funcoes-trigonometricas/

Dominio da funcao seno: O dominio da fungao seno abrange todos os ntimeros reais,

13



o que significa que sin(z) é definido para qualquer valor real de z. Portanto, o dominio
de f(z) = sin(z) é o conjunto dos numeros reais: D = R.

Imagem da fungao seno: Com o estudo do circulo trigonométrico, sabemos que a razao
trigonométrica seno possui como valor méximo 1 quando x corresponde a um arco cuja
primeira determinagao ¢ 7 e como valor minimo -1 quando x representa um arco com
primeira determinacao 37” Logo, —1 < sin(z) < 1 para todo x € R.

sindo assim, o conjunto imagem da funcao f(x) = sin(z) é o intervalo [—1,1]:
Im=[-1,1].

Periodo da fungao seno: Conhecemos como periodo o menor intervalo em que acontece
a repeticao do grafico. Podemos notar na figura 8 que a funcao seno é periddica, ou seja,
o grafico se repete a cada periodo. Assim, notamos que a cada volta completa (27) no
ciclo trigonométrico, os valores da fun¢ao f(z) se repetem. Logo, o periodo da fungao
seno é 2.

Atribuindo os valores para x na func¢ao f(z) = sin(x), obtemos a seguinte tabela:

Tabela 1: f(x) = sin(x)

X | sin(x)

0 0

5 1

7 0
g

2w 0

Assim, teremos o seguinte gréfico:

Figura 9: gréfico de f(z) = sin(z).

Fonte: criado pelo préprio autor

Tendo como Base as informagoes que temos sobre a fungao f(x) = sin(z), conseguiremos
definir o periodo, a imagem e o grafico da nova funcao: g(x) = 2sin(z).

h& uma diferenca nessa nova funcao, pois, temos que f(x) = sin(z) esta sendo multipli-
cada por 2. Logo, teremos uma transformacao no grafico da fungao. Relembrando dos
principios de transformacao de uma funcao, o principio em que a nova fungao se encaixa
e que iremos considerar serd o principio de Alongamento. Esse principio nos diz que se
temos uma fungao y = f(z), e multiplicamos f(z) por uma constante positiva ¢ (¢ > 1).
Temos, y = c¢f(z).0 grafico de y = f(x) alonga verticalmente por um fator de c.
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Para construir o grafico de g(x) seguiremos o mesmos passos feitos para criacao da tabela
1. atribuiremos valores a x, depois associaremos a cada z um valor de sin(z) e por fim,
multiplicaremos o valor de sin(x) por 2. Assim, teremos a seguinte tabela:

Fholg] 2 pin| of
(@)

Analisando a tabela 2, concluimos que:

a. Imagem: .Im(f) =[-2,2]

b. periodop(f) =27

E por fim, a partir da tabela a construc¢ao o grafico da funcao g(x) = 2sin(x) ficara da
seguinte forma:

Figura 10: grafico de g(z) = 2sin(z)

Fonte: criado pelo préprio autor
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